Classes de 6° - Mathématique 6h - B. Yandenbruaene
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Foactions réciproques et cyclometriques

Ohjectifs

Determiner des restrictions injectives d’une fonction donnee,

Determiner I'expression analytique de la fonction réciproque d’une fonction injective donnee.

Verifier si deux fonctions sont réciproques I'une de I'autre (graphiquement oy a I'aide de la composée).

Connaitre et savoir appliquer la formule de derivation d'une fonction réciproque.

Savoir definir les fonctions cyclometriques., coanaitre leurs principales proprieteés et savoir tracer leur graphique.

Savoir etablir les formules de derivation des fonctions cyclometriques.

Savoir resoudre des exercices variés : eéquations contenant des fonctions cyclométriques, domaines et derivées de telles
fonctions, demonstrations d'identites, associations de graphes et d’expressions analytiques, etc.

Lxercices
1. Soit la fonction f définie par f(x)=x"+6x+38 .
Déterminez la fonction réciproque de la restriction de f a I’intervalle ]-o,-3].
2. Soit la fonction f définie par f(x)=2-+vx+1 .
Déterminez sa fonction réciproque. Soyez précis(e).
. . S 1
3. Déterminez la fonction réciproque de f(x) = Pyt
x f—
) x-=5 . . .
4. Pour la fonction f(x)= 5’ quelle est I’image réciproque de %4 ?
x —
5. Lorsque la fonction f(x)=-x’>+2x+5 estrestreinte a I’intervalle ] 1, + o [, elle admet
pour fonction réciproque g(x)=1++6-x .
Utilisez la formule de dérivation d’une fonction réciproque pour calculer la dérivée de g(x) .
x2
6. Déterminez le domaine de définition et la fonction dérivée de f(x) = arcsin(j - 2) .
. 1 1
7. Calculez a) lim +—

b) lim
¥=0 arctan x
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Fonctions logarithmes et exponentielles

Ohjectifs

Deéfinir un logarithme de hase a. Calculer un tel logarithme via la définition, en passant a I'écriture exponentielle.
Demontrer les proprietes du logarithme d'un produit, ¢’un quotient, d'une puissance y compris celle du changement de hase.
Enoncer les proprietes communes d'une famille de fonctions logarithmes ou exponentielles. Yracer Iallyre générale des
graphiques de ces fonctions.

Resoudre des equations et des inequations logarithmiques oy exponentielles simples.

Résoudre un probléme issy des mathématiques, des sciences, de I'économie ... au moyen des fonctions logarithmes oy
exponentielles.

Exercices

1.

Déterminez 1’expression analytique d’une fonction exponentielle dont le graphique

comprend le point P(—3, 2_3) .

2. Déterminez 1’expression analytique d’une fonction logarithmique dont le graphique

comprend le point Q(25, 4) )

2 x’y’ .
3. Sachant que log,x=2, log,y= 3 et log,z=-4,que vaut log, NE ? Justifiez.
<
4. Sans calculatrice, mais en justifiant par des propriétés, calculez la valeur de
ln(2+ w/g) + ln(2—w/§) .

5. Déterminez le domaine de définition des fonctions suivantes.

a)  f(x)=In(x*-3x-10)

b)  g(x)=In|x*-3x-10|
6. Résolvez les équations et inéquations suivantes. Précisez les conditions d’existence

éventuelles.

o 1 x+1
a) 10g3(9—x2)=—2 d 16" =(Z)
3)" 27
b) 2.lnx-In(3-x)=0 = ==
) nx n( x) e) (4) >64
1 “x
c) 7 —3=0 f) e'<5
e
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7. Une culture de bactéries compte 250 individus au début d’une observation. Dans un milieu
suffisamment nutritif, cette population est multipliée par 3 toutes les 40 minutes.

a) Combien y aura-t-il de microbes dans 1 heure ? Dans 2 heures ? Et dans 6 heures ?

b) Dans combien de temps cette population comptera-t-elle 100 000 individus ?

8. La population d’un pays compte 15 millions d’habitants en 2017. Son taux de croissance
annuel est de 2,5 % . Supposons que ce taux se maintienne dans les années a venir.

a) Combien d’habitants ce pays comptera-t-il en 2025 ?

b) En quelle année ce pays comptera-t-il 25 millions d’habitants ?

9. On estime que la valeur d’une voiture diminue de 20 % par an. Une certaine voiture colite
12 000 euros a I’achat.

a) Calculez sa valeur dans 5 ans.

b) Dans combien de temps ne vaudra-t-elle plus que 10 % de sa valeur initiale ?

10. On vient de faire couler I’eau du bain. Voici I’évolution de la température de I’eau en
fonction du temps.

Temps (min) | 0 5 10 15 | 20
T° (Celsius) | 60 | 48 | 38,4 | 30,7 | 24,6

a) Peut-on dire que la température décroit de fagon exponentielle avec le temps ?
Pourquoi ?

b) Quelle sera la température de 1’eau apres 23 minutes (deux décimales exactes) ?

c) Apres combien de minutes peut-on plonger bébé dans son bain s’il ne supporte pas plus
de 37 °C (deux décimales exactes) ?

x-2
11. Soit les fonctions f(x)=2" et g(x)= (%) .

a) Tracez les graphiques de f etde g sur le méme schéma.

b) Calculez les coordonnées exactes du point d’intersection de Gy etde G, .

12. Déterminez le domaine de définition et calculez la fonction dérivée de chacune des
fonctions suivantes. Simplifiez les expressions autant que possible.

er s _ —6
a) f(x)= = d)  f(x)=e".x g fx)= 10Gx)
b) f(x) =1nw/; e) f(x)= x*.In(4x) h) f(x)=In(7-5x+ 2x%)
c) f(x)=e ):3 f) f(x)= In*(x*-4) 1) f(x) =In(sin x)
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13. Calculez les limites suivantes et interprétez graphiquement chaque résultat.

2) lim& ! ¢) lim In(2x —6) e) lim x.1n(l)
=0 2 o S

b) lim 3x.e” d)  lim o<t f)  lim-<
s e | " 22 x4

2e¢" -3

X

14. Soit la fonction f définie par f(x)= "
e+

a) Cette fonction possede deux asymptotes horizontales. Déterminez leurs équations.

b) Démontrez que cette fonction est strictement croissante dans R .

15. Soit la fonction f définie par f(x)=x.Inx .

a) Déterminez le domaine de définition de f.

b) Calculez lin% f(x) .

¢) Ftudiez les variations de f.
d) FEtudiez la concavité du graphique de f.

e) A l’aide des résultats précédents, esquissez le graphique de 7.

2
16. Soit la fonction f définie par f(x)= In(x"+1) )

a) Déterminez le domaine de définition de f.

b) Déterminez les équations des asymptotes au graphique de f.

17. Voici, représentées dans I’intervalle [0, ], les fonctions f(x)=e" et g(x)=sinx.e".

Démontrez que les courbes représentant f* et g sont tangentes en un point 7.
Quelles sont les coordonnées de 7 ?
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Nompres complexes

Ohjectifs

Effectuer des calculs sur les nomhres complexes écrits sous forme cartesienne.

Passer d'un nombre complexe écrit sous forme cartesienne ay méme nompre complexe écrit sous forme trigonométrique et
reciproguement.

tffectuer des calculs sur les nombres complexes écrits soys forme trigonometrique. fe cas eécheant, appliquer la formyle de
D: Marvee.

Resoudre dans © des equations du deuxieme degre, oy d'un degre supérieur en ufilisant éventuellement la methode de
HoRNgR.

Determiner les racines n-iemes d’un nompre complexe (et en particulier de l'ynite).

Exercices
3+1 . . .
1. Calculez —+ - et présentez la réponse sous la forme a + bi .
2—i 4+
2. Calculez (1 - 21')3 et présentez la réponse sous la forme a + bi .
3. Résolvez I’équation x° +(i-4)x+5-5i=0 .
4. Résolvez I’équation 2ix* —(6+2i)x+6=0 .
5. Résolvez I’équation suivante sachant qu’elle admet une solution réelle :
ix’=3ix’+(2+3)x-2-i=0.
6. Déterminez la valeur du paramétre k pour que le polyndme p(x)=2x" + kx” +47x + 87
soit divisible par (x + 3) .
Pour cette valeur de & , décomposez ensuite p(x) en un produit de trois polyndmes a
coefficients complexes.
12
1—i
7. Calculez (—1)9 .
V3 + i)
8. Vérifiezque 2+i estune racine quatricme de -7+ 24i .
9. Résolvez I’équation z* =16i . Représentez les solutions dans le plan de GAUSS.

10. Quelles sont les racines huitiémes de 1’unité ?
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Calcul integral

Ohjectifs

e Resoudre une equation differentielle elementaire, y compris dans le cadre d’un probléme de MRUA .
o Calculer une intégrale indéfinie en utilisant les formules de hase (intégrales immeédiates et quasi immediates), un
changement de variable, la méthode d'intégration par parties oula décomposition en fractions simples.

1. Résolvez I’équation différentielle suivante sous les conditions données :
3

f"(x)=l+x avee f()=2 et f(e)=".
X 6

2. Calculez les intégrales indéfinies suivantes.

Intégrales quasi immédiates

a) f % dx e) f @ dx
X
S5x 2
b U et
c) fe”x dx g) fcos(Sx) dx
d) f cosx.sinx dx h) f tan(2x) dx

Intégration par changement de variable

1
1 —_— dx k 1-4x* dx osez t=2x
e Y o )

: 18
i) fmdx 1) fx.\/x+2 dx (posez x=-1Int)

Intégration par parties

m) farcsinx dx 0) fx.cos(2x) dx

n) f x.e " dx P) f x.arctanx dx

Intégration par décomposition en fractions partielles

R e — r) f‘”j:’ldx

x2-6x+5

3. Calculez f e’ . cos(2x) dx .

Indication : utilisez deux fois de suite la méthode d’intégration par parties ; a I’issue de la seconde intégration
par parties, vous obtiendrez I’intégrale de départ affectée d’un autre coefficient.
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